La recherche mathématique
en mouvement
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Avant-goUt.

Euler. La naissance d’une discipline : les graphes.

Turing : la programmation, la cryptographie.

Fermat : la conjecture. Du travail pour tous !
Sophie Germain, Andrews Wiles

Poincaré : ... tant de choses ! Du travail pour tous !
Mary Carthwright, Edward Lorenz

Schwartz. La naissance d’un outil : les distributions.

Fields. Les médailles.

Conclusion



Le meilleur métier...
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The Best and Worst Jobs

Of 200 Jobs studied, these came out o tog — and at the Battom:

The Best

1. Mathematician

2 Arhuary

3. Statistician

4 Biologist

5. Software Engineer

8. Compuler Syslems Analysl
7. Historian

8. Sociologist

8. Industrial Designer

10. Accountant

11. Econamist

12. Mhilosopher

13. Physicist

14 Parole Officer

15. Metearalogist

16. Medical Laboratory Technician
17. Paralegal Assistant

18 Computer Programmer
19. Mulion Ficlure Edilur

20 Aslunurne

The Worst

200, Lumberjack

198 Nairy Farmer

180. Taxi Driver

147. Scaman

196. EMT

195, Roofar

194. Garbage Collector
193. Welder

182 Roustabout

191. Ironwarker

190. Caonstruction Warker
109. Mail Carrier

184, sheet Metal Worker
187 Auto Mechanlc
186. Butcher

185. Muclear Decontamination Tech
184 Murse (L)

183 Painter

182. Child Care Worker
181 Firelighler



'aventure de la recherche

Bac, Licence, Agrégation : les mathématiques sont
propres, impeccables... Tout a été trouve, fin de
'histoire |

Début de la recherche : un monde inconnu, une
immensité a découvrir, le vertige... Lectures,
séminaires, colloques...

C’est la course au patron et au sujet.

Alternance entre périodes de déprime et moments
d’euphorie. Nul, génial. Réle fondamental du patron.

lllumination : un éclair, n'importe quand, n'importe ou.
Génial ...

Pour finir, la déprime, tout ce temps pour ca...
finalement, c’était facile |

Enrichissement permanent pendant toutes ces phases.




LA NAISSANCE D’UNE DISCIPLINE

 Leonhard Paul Euler, né le 15 avril 1707 a Bale
et mort le 18 septembre 1783 a Saint-
Pétersbourg.

* Un mathématicien et physicien suisse, qui
passa la plus grande partie de sa vie en Russie
et en Allemagne. (Wikipédia)



Les sept ponts de Kdnisberg

* Probleme posé a Euler par le maire de Kdnisberg.

1736 : trouver un itinéraire pour parcourir la ville
en passant une fois et une seule sur chacun des
septponts, peu importe :

| a distance parcourue sur les rives,
'ordre de franchissement de ces ponts,
e point de départ,

e point d’arrivée.

e Konisberg (ancienne Prusse) = Kaliningrad
(Russie), sur |‘estuaire du Pregel.



La théorie des graphes ()

L’‘abstraction : facteur de simplification, un regard nouveau
peut conduire a la solution.

2

http://fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8me_des_sept_ponts_de_K%C3%B6nigsberg

Vocabulaire : graphe, sommets, arétes

Sommets intermédiaires (ni point de départ, ni point d’arrivée) : nombre
pair d’arétes (une poury arriver, une pour repartir).

S’ i | y aVv a,ilyaurdit 2 au 3 sbronmetd ihtermédiaires, avec un
nombre pair d’arétes : ce n’est pas le cas A pas de solution au probleme !



La théorie des graphes (ll)

Généralisations : orientation des arétes, capacité arétes, capacités
sommets, coloriage des sommets...

Probleme des « n » couleurs : 1852 Francis Guthrie, cartographe
anglais. Coloriage des cantons d’Angleterre... Minimum de couleurs.
Graphe associé. Solution en 1976, Kenneth Appel et Wolfgang
Haken.

Flots, écoulements, réseaux électriques...

Téléphones mobiles : transmetteurs, arétes et interférences, 300
fréquences, attribution de fréquences a chaque sommet
(multicoloriage).



TURING

 Alan Mathison Turing, (23 juin 1912 -
7 juin 1954) est un mathématicien britannique
qui a beaucoup apporté a l'informatique et a la
cryptographie.

e Auteur d’un article fondateur de la science
informatique.

* || y présente sa machine de Turing et les concepts
modernes de |la définition d’un programme.



Enigma et ULTRA

Enigma, 1923, Arthur Scherbiughollandais vivant en
Allemagne). Machine a crypter, a des fins commerciales.
Adoptée en Allemagne par la marine (1925) puis I'armée

(1937).

Enigma (commerciale) décryptée par les mathématiciens
polonais fin 1932. En 1937, les francais récuperent les secrets
d’Enigma.

Aolt 1939, déplacement des experts et des matériels (Fra.
Pol. Ang.) a Bletchey Park, 12.000 personnes. Direction : Alan
Turing. Construction d’'une machine a décrypter: « La

bombe ». A partir de 1941, nom de code de cette organisation
et de ses techniques : ULTRA.

Une difficulté : 1 février 1942, changement de cryptage
allemand. 11 mois pour décrypter.



Enigma, ULTRA et TURING

18.000 messages décrypteés par jour!

Winston Churchill a dit au roi George VI : « Ce fut grdce a
Ultra que nous avons gagné la guerre ».

Difficile gestion des messages décrypteés, risques, ne pas
informer 'ennemi, choix délicats...

A la fin de la guerre : Turing = héros (pendant 7 ans).
1952 : Turing persécuté. Pourquoi ?

Homosexuel

Offre de la justice (prison, castration chimique)

1954 : Turing se suicide (pomme, cyanure)

2009 : Gordon Brown présente des excuses...

Prix Turing...

Informations sur Internet, en particulier sur « Comment ¢ca
marche » et sur « Wikipédia »



Cryptographie : RSA

Cette excellente méthode fonctionne avec 2 clés :
Cle publique de Bob : (n,e), n=55et e =13
Clé privée de Bob : (n,d), n=55et d =37

Mode opératoire :
Alice veut envoyer un message confidentiel a Bob :
Elle commence par transformer le message en un nombre x
Puis, elle utilise la clé publique de Bob : x A vy

y =x13 (55) (message codé, non confidentiel)
Bob recoit le message, il utilise sa clé privée :y A z

z=y%" (55)

Et la suite ? Un miracle ! x = z (message décodé)
X : message initial, y : message codé, z : message décodé



Cryptographie (ll)

La fabrication des clés fait appel a plusieurs

theoremes « dormeurs » :

* Algorithme d’Euclide (325-265 avant JC)
* Petit Théoreme de Fermat (1601-1685)
* Fonction indicatrice d’Euler (1707-1783)

dentité de Bézout (1730-1783)

Ron Rivest, Adi Shamir et Len Adleman : 1977

* De tres nombreuses recherches sont relancées
en cryptographie, mathématiques tres difficiles !
* Aujourd’hui, RSA est inviolable ! Pourquoi ?

* Ordinateur quantique



THEORIE DES NOMBRES : FERMAT

* Pierre de Fermat, né a Beaumont-de-Lomagne
(1605 ou 1608), pres de Montauban, et mort
le 12 janvier 1665 a Castres. Il était surnommeé
« le prince des amateurs ».

e Juriste et mathématicien francais tres actif,
mais aussi helléniste et physicien.

e Vaste correspondance. (Wikipédia)



Conjecture de Fermat

* 9+16=25 3*3+4*4=5*5 32+42=5°

a’+ b? =¢?
a, b et c sont des entiers positifs, non nuls.

Conjecture de Fermat : pour tout entier n supérieur
ou égal a 3, on ne peut pas trouver a, b et c (...) tels
que :

a" + b"=c"

A lorigine de tres nombreuses recherches en
théorie des nombres et de nombreux prix.



Conjecture de Fermat : la preuve

Conjecture énoncée en 1641

Sur la marge de la traduction d’un livre ancien de
Diophante : « j'ai trouvé une merveilleuse
démonstration de cette proposition, mais la marge est
trop étroite pour la contenir ».

Andrews Wiles : démonstration (23 juin 1993), erreur
détectée (aolt 1993 !!!), solution correcte (19
septembre 1994, hélas !!!).

La légende dit que Wiles s’est isolé pendant 7 ans pour
venir a bout de la conjecture.

Démonstration 353 ans apres I’énoncé, maintenant, il
s’agit du Théoréme de Fermat-Wiles




Sophie Germain

1776-1831

Mathématicienne a 13 ans, autodidacte. Son pére est contre, c’est un
métier dhomme ! Il lui confisque les chandelles pour 'empécher de
travailler la nuit.

Elle prend un nom d’emprunt pour obtenir des documents et
communiquer avec des mathématiciens : Antoine Auguste Le Blanc.

Elle établit |a preuve de la conjecture de Fermat pour certains nombres
premiers : p premier tel que 2p+1 soit aussi premier. (Ex: 3,5, 11...)

Elle épate Lagrange par ses écrits : convoquée, elle doit se démasquer !

En 1804, elle entre en contact épistolier avec le génial Gauss. Deux ans
plus tard, Napoléon qui a envahi la Prusse se rapproche de la ville natale
de Gauss (Bunswick). Sophie Germain demande au général de I'Empire
Pernetty, gu’elle connait, de protéger Gauss. Ce sera fait !

Elle est obligée de se démasquer une seconde fois : la mathématicienne
sera finalement acceptée dans ce milieu d’hommes.



Lettre de Gauss a Sophie Germain
30 avril 1807

« ... Mais lorsqu’une personne de ce sexe, qui,
par nos moeurs et par nos préjugeés, doit
rencontrer infiniment plus d’obstacles et de
difficultés, que les hommes, a se familiariser
avec ces recherches épineuses, sait
néanmoins franchir ces entraves et pénétrer
ce qu’elles ont de plus caché, il faut sans
doute, qu’elle ait le plus noble courage, des
talents tout a fait extraordinaires, le génie
supérieur... »



POINCARE

e Néle 29 avril 1854 a Nancy et mort le 17 juillet 1912
a Paris.

 Mathématicien, physicien, philosophe et ingénieur
francais.

* |l est considere comme un des derniers grands
savants universels, maitrisant en particulier
I'ensemble des branches des mathématiques de son

epoque. (Wikipédia)




Concours, erreur... chaos |

 Pour les 60 ans d’Oscar 11, roi de Suede et de
Norvege, Mittag-Leffler mathématicien suédois
propose une compeétition anonyme, 1888-1891.

e Poincareé choisit le probleme des 3 corps. Il est
déclareé vainqueur en 1891 : honneur, argent,
Invitations...

A Le systeme solaire est stable, reproduction a
'infini, tout est previsible...

* Relecture avant publication, Edvard Fhragmen
(suédois) demande des éclaircissements :

Poincaré découvre une erreur importante.
Catastrophe !



'erreur féconde

Poincaré pensait qu’il allait réparer
rapidement son erreur !

Impossible. Elle cachait un phénomene
inconnu, inattendu : le chaos.

Sa nouvelle copie, fruit d’un travail acharné,
contenait des techniques entierement
nouvelles : de quoi faire travailler des
mathématiciens pendant un siecle sur les
systemes dynamiques !

L'erreur la plus féconde d’'un mathématicien.



Systemes dynamiques

On lance une pierre, elle pourrait aller tout droit a la
méme vitesse, indéfiniment... mais elle tombe !
Gravitation.

Conditions initiales (c.i.) et équations du mouvement.
Newton, f = m.Q

On modifie légerement les c.i. : les trajectoires restent
voisines.

MAIS, il y a des systemes dynamiques extrémement
sensibles aux c.i. : c’est le phénomene du chaos, il
s’agit de systemes chaotiques.

C’est le cas du systeme solaire : il est instable,
chaotique. (1 metre, 10 millions d’années !!!)

Le choc des planetes : Mercure, Mars, Vénus, Terre.
Jacques Laskar, belle vidéo.



L'effet papillon

Mary Carthwright (1938) : modélisation des radars,
I"équation de Van der Pol est chaotique.

Edward Lorenz travaille en 1963 sur la météo. Il modélise
avec un systeme dynamique de 3 équations (différentielles)
a 3 fonctions inconnues.

Calculs, puis stop au temps T, puis redémarrage plus tard
avec les valeurs au stop (elles étaient affichées).

Les résultats en sont bouleversés. Explications. Chaos.
Sa présentation de cette affaire :

Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil set off a
tornado in Texas ? Le battement d’ailes d’un papillon au
Brésil provoque-t-il une tornade au Texas ?

A C’est une image, pas d’équilibre des énergies !



La création d’un nouvel outil

Modélisation A On traduit en termes mathématiques, une
observation, un phénomene, un écoulement d’un liquide,
la déformation d’une piece quand on la forge...

Modélisation A Relations entre des fonctions et leurs
dérivées : équations aux dérivées partielles. Exemple.

But : pouvoir utiliser toute « l'artillerie mathématique »
pour permettre des anticipations, une meilleure
compréhension des phénomenes, des estimations de
solutions...

Dans certains cas, ces problemes n’ont pas de solution dans
le cadre des fonctions classiques.

Pourtant, il y a une réalité physique : faut-il rejeter le
modele ? Chercher des solutions d’une autre nature ?

Le chemin sera long avant d’aboutir a d’autres solutions.



Heaviside, Dirac

* Heaviside (1850-1925) 1 1

Echelon unité.

* e parexemple, e=1/n, n entier
° n- o]

0 €2 | +e/2

* Dirac (1902-1984) : fonction 0 de Dirac, les variations d’Heaviside

e + 00
1/ !
H I
—&/2 |+€/2 ‘ 0
Aire=1 Aire=1

* Le culot de Dira¢ Aucun sens mathématique, & n’est pas une fonction !
Mais son utilisation formelle conduit a d’excellents résultats. Prix Nobel de
physique en 1933.



Laurent Schwartz (1915-2002)
La création d’un nouvel outil

* /[ généralise la notion de fonction et de
dérivation avec sa théorie des distributions : un

outil exceptionnel.

* /I ne regarde pas une fonction, localement, par
ses valeurs ponctuelles, mais globalement, par
ses effets sur une classe de fonctions tests.

Elargissement de I'espace des
fonctions.

Fanctions Distributions

Laurent Schwartz est le premier meédaillé Fields francais (1950



Effet de f sur une fonction test |

j €D, espace des fonctions tests de W
Laurent Schwartz : 2 conditions. /

Effet d’'une fonction f sur une fonction test |

J- L(j) ou lenombrel(j)estunesomme
(algébrique) d’aires :

Notation mathématique : L(j ) = V/f(a?)g’;(l‘) dx
R

Identification : f @ L(J) sil est construit comme précédemment ... Deux infinités de
nombres : les valeurs f(x) pour tous x, les effets L(j ) pour toutes les f

Il y a des L qui ne sont pas du type précédent. Exemple:j - L(j )=] (0)

La « fonction » de Dirac. On a plongé I'espace des f dans un espace plus grand. Dans
cet espace , on construira des dérivées au sens des distributions (ou de Laurent
Schwartz) en utilisant les applications L(j ’), L(j "')....



FIELDS

* John Charles Fields (1863-1932), mathématicien
canadien. En I'absence d’'un Nobel en
mathématiques, il proposa la création d’'un grand
prix en 1923 lors d'une réunion internationale a
Toronto. A sa mort, en 1932, il légue ses biens a la
science afin de financer ce qui deviendra la
Meédaille Fields.(Extraits de Wikipédia)




La Médaille FIELDS

Proposition de John Charles Fields en 1923. Les premieres
médailles sont décernées en 1936.

Les médailles sont décernées tous les 4 ans a l'occasion du
Congres International des Mathématiciens.

Au maximum, 4 médailles décernées, soit une par an.

Choix par une émanation de I'Union Mathématique
Internationale.

Limite d’age : 40 ans. Le cas Andrews Wiles.

Chaque médaillé recoit 15.000 dollars canadiens (un peu
plus de 10.000 euros). La fortune de Fields n’est pas
comparable a celle de Nobel !



Médaille Fields : cocorico

52 médailles distribuées depuis 1936
Etats-Unis : 12

France : 11 (dont un apatride élevé en France)
URSS (3) / Russie (6) : 9

Royaume-Uni :5

Japon : 3

Belgique : 2

Afrigue du Sud, Finlande, Israél, Italie , Norvege , Nouvelle-
Zélande, Suede, Allemagne, Australie, Vietnam... : 1



Deux Médailles Fields refusées

* Alexander Grothendieck (apatride vivant

en France), Médaille Fields en 1966,
Moscou : refus

* Grigori lakovlevitch Perelman (Russe) :
Medaille Fields en 2006, Madrid : refus



Grigori lakovlevitch Perelman

Grigori Perelman est né en 1966.

Il a résolu en 2003 |la Conjecture de Poincaré énoncée en 1904
(soit 99 ans apres). Elle était considérée comme extrémement
difficile. Imitant Fermat, Poincaré avait écrit une phrase
sibylline a la suite de son énoncé : « mais cette question nous
entrainerait trop loin ».

Prix Clay mars 2010 ( 1 million de dollars) : refus
Meédaille Fields en 2006, Madrid : refus

Prix de |la SME en 1996 : refus

Meédaille d’or aux olympiades a 16 ans, note maximum.

Validation de la démonstration de Perelman : 15 années-
homme !

George G. Szpiro : La conjecture de Poincaré, JC Lattes, 2007.



Médailles Fields : concentration

Tous les médaillés francais sauf un sont issus de |I'Ecole
Normale Supérieure (UIm)

Une large majorité de mathématiciens de haut niveau se
trouvent en seulement deux lieux dans le monde
Princeton et Paris-Orsay (11 médailles Fields, 3 prix Abel,
1 prix Gauss...)

Et puis en 2012, deux prix Henri Poincaré (créé en 1997)
pour deux jeunes Francaises : Nalini Anantharaman du
laboratoire de mathématiques d'Orsay (CNRS/Université

Paris-Sud) et Sylvia Serfaty du laboratoire Jacques-Louis
Lions (CNRS/UPMC)).

Jean-Christophe Yoccoz, médaillé Fields 1994 : « c’est en
région parisienne que se trouve la plus grande
concentration mondiale de mathématiciens. »

Femmes : aucune femme médaillée Fields!



Cocorico

Olympiade Internationale de Mathématiques (2012)
1. République de Corée

2. République populaire de Chine

3. Etats-Unis d’Amérique

4. Fédération de Russie

5. Canada

34 Kazakhstan, 35 Indonésie et Malaisie, 37 Portugal
38. Belgique, France, Hongrie, Italie
42. Tadjikistan...



'avenir des mathématiques en France

Des problemes en vue (!)

On constate une baisse des effectifs dans les disciplines
scientifiques y compris en mathématiques.

Pourtant la demande en mathématiciens est énorme,
dans de tres nombreuses directions.

Et puis, de nombreux étudiants en mastere sont attirés
par... les mathématiques financieres.

Des questions sur nos futurs mathématiciens.
Beaucoup d’interrogations sur nos programmes.
Pluridisciplinarité obligatoire.



Ou en sommes-nous ?

* La recherche mathématique mondiale se
porte bien : elle est solide sur les fondements
et ouverte vers les applications

* Les mathématiques vont, plus que jamais,
continuer a nourrir les autres disciplines et a

s’enrichir aupres d’elles.
* Aujourd’hui, les mathéematiques sont partout.



Pour finir

e Les sciences dures explosent, |la connaissance
du monde s’accélere,

* mais... les bébés naissent toujours nus |




MERCI



